IX. LA PARABOLA
9.1. LA PARABOLA COMO LUGAR GEOMETRICO

Definicidon: Se llama parabola al lugar geométrico de un punto “P” que se mueve en
un plano, en forma tal que su distancia a un punto fijo “F” (Ilamado foco) es igual a su
distancia a una recta fija “D” (Ilamada directriz). Ve
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Una interpretacion grafica de esta
definicion puede ser la siguiente, en
donde por definicion d(PF)= d(PA)

9.2. CONSTRUCCION DE UNA PARABOLA CON REGLA Y COMPAS

El siguiente procedimiento es una forma de construir una parabola utilizando regla y compas,
sobre la base de que conocemos la directriz “D”

p| & y el foco “F ” de la parabola.
e
ﬁ:ﬁiﬂ\\m a) Se traza el eje focal (0 simplemente eje)
T que es la recta que pasa por el foco y es
perpendicular a la directriz “D” y la cruza
en el punto “E”.
El v/ F Eje , e ap .
1 . - b) Se determina el vértice “V ” de la parabola
E BB Es que es el punto medio del segmento EF .
c) Se eligen arbitrariamente algunos puntos
.g’i/ sobre el eje focal a la derecha del vértice,
E'P._g,fﬁ sean por ejemplo E,, E,,E,, E,, E,,... Por
‘IR %"g cada uno de estos puntos se trazan
D I E rectas paralelas a la directriz (cuerdas).
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d) Con un compas, haciendo centro en el foco “F " y radios EE,, EE,, EE,, EE,, EE,,...
se trazan arcos de circulo que cortan a cada cuerda (segmento de recta que une dos
puntos cualesquiera de la parabola) en los puntos B,P,P,P,,P,P,.,P,,P,P,P,,...
Estos puntos pertenecen a la parabola (cumplen con la definicién).

e) Uniendo con linea continua los puntos anteriores junto con el vértice, podemos trazar
una parte de la parabola ya que es una curva que se extiende indefinidamente y en la
hoja de papel solo podemos dibujar parte de ella.

f) Observar cualquier parabola es simétrica respecto a su eje.

9.3. ECUACION DE LA PARABOLA EN LAS FORMAS
ORDINARIA Y GENERAL CON EJE FOCAL PARALELO
CON LOS EJES COORDENADOS

Para resolver este problema, nos remitiremos nuevamente a la ayuda de los sistemas
de coordenadas, para interpretar y describir las relaciones existentes de un lugar geométrico
en el plano cartesiano y las expresiones algebraicas que lo representan.

e Consideremos una parabola con su eje paralelo al
¥ | eje “x”.
e Denotemos por “£” 'y “k” las coordenadas del
vértice V(h,k).

e Si la distancia del vértice al foco es
A ey) d(VF)=p=d(EV), entonces las coordenadas del
f’li:[h+p,kj Eie foco son F(h+ p,k).
T e El punto “4” es el pié de la perpendicular desde

’ el punto P(x,y) a la directriz “D” y sus
coordenadas son A(k—p,y).
D e Por definicion d(PF)=d(P4), aplicando la féormula
de la distancia entre 2 puntos del plano, se tiene:

d(PF)=(x, = x, F +(, =5, F =[x, = x,F +(v, -y, ] = a(P4)

sustituyendo valores:

LN S

L]
=¥

=+ p)f +(r—k) = [lx~(h=p) + ()

J(x—h—p)2 %r(y—k)2 =x—h+p
elevando al cuadrado ambos miembros, desarrollando, simplificando y ordenando:

(x=h=p) +(y—k) =(x=h+p)
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X +B+p° —2hx—2px+2ph+y° —2ky+ k> = x>+ I +p2 —2J)ix+2px—2ph
> =2ky+k*> =2px+2px—2ph—2ph

(y—k) =4px—4ph

(y=k) =4p(x—h) ;p>0|eesild

La ecuacién (1) es la FORMA ORDINARIA de la parabola con las caracteristicas
siguientes de sus:

ELEMENTOS:

Ecuacion del eje focal: y =k, ecuacion de la directriz “D”: x=h— p, coordenadas del
vértice: 7 (h,k), coordendas del foco: F(h+ p,k) con p >0, la cuerda que pasa por el foco y

es paralela a la directriz es el LADO RECTO (o ancho focal) de la parabola y la denotamos
con las letras L y R, como son puntos de la parabola sus coordenadas deben satisfacer su
ecuacion, o sea que sabemos que su abscisa es (4 + p), su ordenada es: sustituyendo en (1]

(y—k) =4ph+p-n) ; (y-k)=4p> ; y=k+.4p* ; y=k+2p, por lo tanto,
L(h+p,k+2p)yR(h+p,k—2p).

El primer miembro de la ecuacion (1) siempre es no negativo (porque esta elevado al

cuadrado), por lo tanto, también lo es el segundo miembro, esto nos indica que “x” debe
tener el mismo signo que el parametro “p”.

¥ | Si el parametro “ p” es negativo (p < 0) la ecuacion il
toma la forma:

T (y— k) ==4p(x—h)| eeal2

R ) L
\ con las mismas caracteristicas de los elementos de i1l
'
4
L
-
h

E pero sustituyéndoles el parametro “ p ” negativo.

.
]

=¥
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Si el eje de la parabola es paralelo al eje “y”,
procediendo de la misma manera que en la
obtencién de la ecuacién (1), la ecuacion de este tipo
de parabola es:

(x=h) =4p(y—k); p>0 weel)

En donde el eje focal tiene ecuacidon x=1#,
F(hk+p), V(hk), L(h=2p,k+p), R(h+2p,k+p),
Directriz: y=k—p

h
¥ &
E
i
F
o h
Eje

X

=¥

Si el parametro “p” es negativo (p <0). La ecuacién (3!
toma la forma:

(x=h) =—4p(y—k)| seel®

Con las mismas caracteristicas de los elementos de (3}

= pero sustituyéndoles “ p " negativo.

Nota: A modo de identificar con rapidez el tipo de parabola de que se trata conociendo su

ecuacion, se recomienda no olvidar que si la variable “y” esta elevada al cuadrado, la

parabola es horizontal (eje paralelo al eje “x”) que es el caso de las ecuaciones i1} y 2. Si
la variable “x” es la que esta elevada al cuadrado, la parabola es vertical (eje paralelo al eje

“*

") que es el caso de las ecuaciones (3} y (4],

La ecuacion de una parabola toma su forma mas sencilla cuando su vértice ¥ (h,k)
coincide con el origen de coordenadas o sea que V(0,0) y su eje coincide con uno de los
ejes coordenados x,y. Por lo anterior, las ecuaciones {1} a la (4} toman la forma (1) a la (4}
como sigue:

Wase(y— k) =4p(x—h)
(v=0)" =4p(x-0)

I:]'I:I...

y2 =4px

¥

1

p>0, Ec. ee y=0
Ec. Directriz. x=-p

7{0.0), 7{p.0)

L{p.2p).R{p.-2p)
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@... v—k) =—4p(x—h)

(y=0) =—4p(x-0)

2

(2healy = ZAPX

p>0, Ec.eje: x=0

Ec. Directriz: y=-p
(Bees (x—h) =4p(y—k)

F{0.0). Fln . 2
LE-2p.p). R{2p. p)

(x—0) =4p(y-0)

Con las mismas
caracteristicas de los

(x—h) =—4p(y-k)
elementos de (31 pero
sustituyéndoles el

negativo.
{4I:|.ii

':4:|ooo
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Con las mismas

Y4 caracteristicas
de los elementos
de (1) pero
sustituyéndoles el
parametro “p’
R negativo.
Eie Fl v
o[ x
L
' )
Eje
{3I:|ooo x2 = 4py
L ) m]
'
al }{
O
' (x—0)2=—4p(y—0)
]
L - parametro “p’
o X
K
F
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EJEMPLOS

En cada inciso se da la ecuacion de una parabola, se pide obtener sus elementos y
bosquejar su grafica.

1) (x=3) =4(y-2)
Solucion

Como la variable “x” es la que aparece elevada al cuadrado, sabemos que se trata de

una parabola cuyo eje es paralelo al eje “y”. La ecuacion dada es de la forma (3.
(x—h) =4p(y—k), en donde las coordenadas del vértice son ¥(3,2), el valor de 4p =4, por

lo tanto ijZI, con esta informacion podemos bosquejar rapidamente la grafica de la

parabola y con esta obtener los elementos que faltan como sigue:

¥ 4 Sobre el sistema de ejes, localizamos el vértice 7(3,2),
como el parametro p =1, las coordenadas del foco son
F(3,3), a la derecha del foco y a su izquierda también
a 2p =2(1)=2 de distancia, las coordenadas de L y R
son: L(1,3) y R(53), la ecuacién del eje es x=3, la
ecuacion de la directriz “D” es y =1. Si vemos que la

curva cruzara alguno de los ejes, es conveniente
determinar este valor, que servira para un mejor
bosquejo de la grafica, en este caso, vemos que
cruzara al eje “y” por lo tanto: si x=0, la ecuacién

dada resulta (0-3)° =4(y-2) despejando la variable

: . 1
“y” se tiene: 9=4y-8; 17=4y; y= 147 =4.25, se obtiene el punto (Ojj y aprovechando

que la parabola es simétrica respecto a su eje, el punto (6147j también es punto de la

parabola, con esto procedemos al bosquejo de su grafica como se muestra uniendo con linea
continua todos los puntos obtenidos.

2) (y+2) =8(x-2)
Solucion

La ecuacién de la parabola es de la forma (Usse (y—k)’ = 4p(x—#), donde podemos ver que

el vértice tiene coordenadas V'(2,-2), 4p =8, por lo tanto p = i =2, 2p=2(2)=4, el resto de
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los elementos de la parabola los obtenemos con la ayuda del bosquejo como en el ejemplo
anterior: F(4,-2), L(4,2), R(4,-6), Ecuacién eje: y =2, Ecuacién directriz“D”:x = 0.

L !
4
3
2 Li4.2)
U 1 2/3 |45 & }'{"
-1
Wi2:2) Eje
-2 Fla -2)
-3
-4
-5
_E .Rl:q'l-E:I
7
]
3) y* =-5x
Solucién
'
q
L 3 Como la ecuacion es de la forma 2%.. 3> = —4px, su
2 vértice es el origen V(0,0), —4p=-5, p=i,
1
5 5 5 55
i 2p=2— |=-=25, Fl——,01, Ll ——,— |,
Ele F v ..p(4)2 (4) (42
2 |1 ol 2 s s
-1 R(—,—z) Ecuacion eje: y=0
-2 S o 5
f Ecuacion directriz“D”: x =—
-3 4
-4 D
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5) (y-1)" =-2(x-2)
Solucién
L |
4
3 ‘\
3 L
Eje F\‘v’
1
4 2 u R 2

La ecuaciéon es de la forma #lesex’ =—4py, su
3
2 )

wefio ) o) ]

Ecuacion eje: x=0, Ecuacion directriz “D”:

_3
Y7

vértice es el origen 7 (0,0), —4p=-6, p=

La ecuacion es de la forma (2.
(y—ky=-4p(x—h), el  veértice tiene

coordenadas  V(2,1), -4p=-2, p= 1

1 3
2p=2/—|=1, F|=]1]|,
el ) 2) )
Ecuacién eje: y=1, Ecuacion directriz “D”:

5 .7 H [13 ” H
XZE’ Interseccion con el eje “y”: si x=0,

(y-17 =-200-2), (y-1)'=4, y=1=/4;
y, =3, y, =1, son dos puntos: (0,3) y (0,-1)
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6) x’ =4y

Solucién

La ecuacién es de la forma (Flss x> =4py,
su vértice es el origen 7(0,0), 4p=4, p=1,
2p=2M)=2, F(01), L(-21), R(2)),
Ecuacion eje: x =0, Ecuacion directriz “D™:
y=-1,

i

Eje

7) (x-4) =-4(y-3)

Solucién
L
5
g
3 "
L
: F
1

Eje
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La ecuacion es de la forma @ (4.
(x—h) =—4p(y—k), el vértice tiene coordenadas
v(43), -4p=—-4, p=1, 2p=2()=2, F(4,2),
L(2,2), R(6,2), Ecuacién eje: x=4, Ecuacion
directriz “D”: y =4, Interseccion con el eje “x”: si
y=0, (x—4) =-4(0-3), (x—4) =12, x=4+-/12;
x, =4+2/3~75, x,=4-2/3~05, son dos
puntos: (4+2./3,0)y (4-2.3.,0)



8) y* =2x

Solucién

[ |

2

T

La ecuacién es de la forma (llwee y*> =4px, su vértice

. 1
es el origen 7(0,0), 4p=2, p:;, 2p:2(2j:1,

F(I,OJ, L(l,lj, R(l,—lj, Ecuacion eje: y=0,
2 2 2

o=

X

Ecuacion directriz“D”; x = —;

EJERCICIOS

En cada inciso se da la ecuacion de una parabola en forma ordinaria, obtenga sus

elementos y bosqueje su gréfica.

1) (x+2)" =8(y-4)
2) (-3 =4x-2)
3) x> =-5y

4) y’ =6x

5) (x-1) =-2(y-2)
6) y° =4x
7) x> =2y

8) (y-4)" =—4(x-3)

FORMA GENERAL
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Desarrollando las ecuaciones (Uess (y—k) =4p(x—h) y Gless (x—h) =4p(y—k) se

obtiene: y*> —4px—2ky+k*> +4ph=0 ; x> —2hx—4py+h*> +4pk=0. Las cuales, cambiando
su notacion se pueden escribir como sigue:

(Slese > + Dx+Ey+F =0 ;i6less x> +Dx+Ey+F =0

Estas ecuaciones representan la FORMA GENERAL de las parabolas con eje paralelo
aleje “x”y al eje “y” respectivamente, con vértice fuera del origen de coordenadas.

Reciprocamente, toda ecuacion de una parabola en la forma general como la is) y la (€
se pueden reducir a su forma ordinaria aplicando el método de completar cuadrados.

e En la ecuacion is! si el coeficiente D # 0, la parabola tiene su eje paralelo al eje “x”. Si
D =0, la parabola degenera en un par de rectas reales o imaginarias, paralelas al eje

X .
e En la ecuacion i€} si el coeficiente E = 0, la parabola tiene su eje paralelo al eje “y ”. Si
E =0, la parabola degenera en un par de rectas reales o imaginarias, paralelas al eje

v
EJEMPLOS

En cada inciso del 1-4 se da la ecuacion de una parabola en forma general, obtener
sus elementos y bosquejar su grafica.

1) y* -8x—6y-23=0
Solucién

Aplicando el método de completar cuadrados reduciremos la ecuacion dada a su forma
ordinaria, con la cual podemos obtener la informacion pedida, como sigue:

- La ecuacién dada se ordena con su término cuadratico: y*> —6y = 8x +23

- Se completa cuadrados en el primer miembro:

¥ |

2 2
- y2—6y+[§j :8x+23+(§j
y2 =6y +(3)° =8x+23+(3)
(y-3) =8x+32

- Se factoriza el segundo miembro:

—
b M
— b2 = o ®™» o~ oD

Eje
W (y-3)* =8(x+4) Forma ordinaria
3 4 -3 T 1 2 3 %
, \a\-l
2% 2
-3




- Como sabemos, los elementos de la parabola y el bosquejo de su grafica los podemos
obtener con la forma ordinaria:

V(-43), p=2,2p=4
F(-23), L(-2,7), R(-2.-1)
Ec. eje: y=3, Ec. “D” x=-6
Interseccion con el eje “y”: si x=0
(y-3)7 =8(0+4); (y-3)° =32
y=3+-/32=3+4/2
(0.3+4.2)=(0.8.7)
(0.3-42)~(0.2.7)

2) P +4x-8=0
Solucién

Observando la ecuacion dada, la falta del término en “y” nos indica que la parabola
(horizontal) tendra su vértice sobre el eje “x”.

- En estos casos, se aisla el término cuadratico en el primer miembro y el resto se
transpone al segundo miembro:

y? =—4x+8
- Factorizando el segundo miembro:

q
\ y? =—4(x—-2) esta es la Forma ordinaria de la
3 parabola, con la cual se resolvera finalmente el

: L problema:
’ 7(2,0), p=1,2p=2
e F oy . F(1,0), L(1,2), R(1,-2)
2 a1 2 |3 y Ec.ee y=0,Ec.“D" x=3
-1 Interseccion con el eje “y”:si x=0
, / y?=-40-2); y* =8
y= +2./2

3) 4x> —12x—-16y-39=0
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Solucion

Observando la ecuacion dada, se refiere a una parabola vertical (eje paralelo al eje “y”), con

vértice fuera del origen.
- Primero dividiremos toda la ecuacion entre el coeficiente del término cuadratico:

4x* —12x-16y -39 _ 0
4 4

39
x*=3x—-4y-"=0
YTy

- Se ordena de acuerdo con el término cuadratico: x*> —3x = 4y+349

¥k
2 - Se completa el cuadrado del
primer miembro:
1 Eje
2 2
30 -2y a1 0 1|2 3 4 /5 & x2—3x+é =4 +£+é ,
2 4
; ? 48
L] /R 2 4
-3\\\—1 3 2 3 2
W x——| =4y+12 ; | x—— :4(y+3)
2 2
- b Forma ordinaria

V(;,—?aj, p=1,2p=2

Ff,—zj, L(—l,—zj, 1{7,_2]
2 2 2

H 3 “ ”
Ec. eje: x:E, Ec.“D" y=-4

Interseccion con el eje “x”: si y=0

2 2
x—3j =4(0+3) ; (x—3j _12;x=24203
2 2 2
” 2@)) ~(50)
;— 2.3 ,oj ~(-2,0)

4) x> —6x—4y+9=0
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Solucion

Insistiendo, es importante desarrollar la capacidad de observacién con la informacion que se
da, y no actuar como maquinas automaticas con todos los problemas por resolver, por
ejemplo en este caso, si Unicamente transponemos el término —4y al segundo miembro:
x* —6x+9 =4y, el primer miembro ya es un trinomio cuadrado perfecto: (x—3)’ =4y, ya que
es la forma ordinaria de la ecuacion de la parabola y por tanto:

V(30), p=1,2p=2

F(3,1), L(1,1), R(5,0)

Ec.eje: x=3,Ec.“D" y=-1

Interseccion con el eje “y " si x=0
) _ 9 (.9

(0-3) =4y ; y=o (O,J

por simetria con el eje, el otro

=

¥ punto es (63)

-1 D

5) Se va a construir un tunel en forma de arco parabdlico con las dimensiones que se
indican en la figura, se pide determinar la ecuacién de la parabola con respecto a los ejes
coordenados que se muestran.

Y4 Solucién

concreto

Se observa en la figura que el vértice
tiene coordenadas 1(0,10) y que la
parabola es vertical cuya ecuacion es
de la forma Weee (x - 1) =—4p(y k).

- Los puntos 4 y B tiene
coordenadas A(-6,0) y B(6,0).

}';' - Sustituyendo las coordenadas

del vértice en la ecuacion (4

(x~0)" =—4p(y-10)
x2 = —4p(y—10) waelB]

- Los puntos 4 y B estan sobre la parabola, por lo tanto, sus coordenadas satisfacen la

ecuacion : Sea A(-6,0) entonces (-6)' =—4p(0-10); 36=40p; p :431(6) :190,

12m

“*

sustituyendo este valor de “p” en la ecuacion (= se obtiene x° :—4(9j(y—10);

10
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xzz—g(y—lo) que es la ecuacion de la parabola en forma ordinaria vy

5
desarrollandola se obtiene la forma general 5x*> +18y —180=0

EJERCICIOS

En los incisos del 1-4 se da la ecuaciéon de una parabola en la forma general, se pide
obtener sus elementos y bosquejar su grafica.

1) x> +8x+6y+22=0

2) x> +4x+4=0

3) x*—4y+8=0

4) y>* +4y+6x-5=0

5) El diametro de una antena parabdlica es de 12[m] y su profundidad es de 4[m], obtenga
la localizacion de su foco.

9.4. ECUACION DE LA PARABOLA BAJO CIERTAS
CONDICIONES, CON EJE PARALELO A UNO
DE LOS EJES COORDENADOS

En esta seccion trataremos algunos problemas donde se pide obtener la ecuacion de
una parabola horizontal o vertical, sujeta a ciertas condiciones que se dan previamente.

El procedimiento que se recomienda en todos los casos, consiste en graficar primero
toda la informacién que se da, con la finalidad de elaborar la estrategia de solucién que se
propone en cada uno de los siguientes:

EJEMPLOS

1) Obtener la ecuacion de la parabola vertical cuyo vértice es ¥(2,~1) y foco F(2,-3).

Solucion

¥ & - De acuerdo con la representacion grafica de la
2 informacion dada, la ecuacion de la parabola es

] B de la forma: @ses (x— 1)’ =—4p(y k).
- - Con la magnitud de VF=p=2 1y las

3.2 1 U 1,42 3 4 5 g S

af e coordenadas del 7(2,-1), sustituyéndolas en (4}
] s - se tiene: (x—2) =—4(2)y+1) ; (x—2) =-8(y +1)
L ‘=\Fi que es la ecuacion de la parabola en forma




ordinaria y desarrollandola: x> —4x+8y+12 =0 es su forma general.

2) Obtener la ecuacién de la parabola horizontal cuyo vértice es V(— 3,—4) y pasa por el

punto P(-2,-5).

Solucién

Representando graficamente la informacion dada, la
ecuacion de la parabola es de la forma

I 2 3 5 (e (y—k) =4p(x—h).

Eje

ordinaria

—_

(v+4F = (x+3).

-_

y>—x+8y+13=0.

Sustituyendo
V(-3,-4)

vértice
(13:

las coordenadas del
en la ecuacion

(y + 4)2 = 4p(x + 3) see (3],
Si el punto P(-2,-5) esta sobre la parabola,
sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion

@ (-5+4) =4p(-2+3) ; 1=4p(1) ; p:l,

4

sustituyendo este valor en la ecuacion iz

(y+4) = 4[ij(x+3); la ecuacién en forma

desarrollandola,

la ecuacién en

forma general:

3) Hallar la ecuacién de la parabola cuyos extremos del lado recto (LR ) son los puntos
L(-3,2), R(5,2).

Solucion
4
x\ ' )
y i

N /
5 &

i

\\ s

.
Hx Az -ﬂr-%—._h_ /;
. e e I
\'\ .f'f 3 x*-\. Iy
IL.\ f{-’ F " -\../-'(
L/(-l'\ 2] //'\E
s
// \‘N__h 1 f{_,-" \“'-_"
L - | L \

6 7 3 oo 3 6

£

I
¢

Graficando la informacién dada, la
ecuacion de la parabola es de la
fooma & y @ o sea:
(x—h) =+4p(y—k) (2 parabolas
verticales pueden cumplir con la
informacion dada).

Como la magnitud de LR=4p =8
, p=2.

El foco es el punto medio del
segmento LR :
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- Las coordenadas de los 2 vértices son: ¥,(1,0) y V,(1,4).
- Las ecuaciones en forma ordinaria son: con ¥,(1,0): (x—1)’ =4(2)y-0); (x—1)° =8y
con ¥, (1,4): (x—1)" =-4(2)y-4); (x-1) =-8(y-4).

4) Determinar la ecuacion de la parabola horizontal que pasa por los 3 puntos no colineales

A(L,-1), B(1,3) y C(-2,0).

con: B(1,3): 3) +D(1)+EB)+F=0
D +3E + F = —9 ooo(bj

con: C(~2,0): (0)* + D(=2)+ E(0)+ F =0

—2D 4+ F =04

Y 4 _
E _——"
3 e
LT
IF Eje -

Solucién

Representando graficamente la informacion,

la ecuacion de la parabola debe ser de la

forma:  (Ueee(y—k)’ =4p(x—#) o bien

y2 +Dx+Ey+F=0 RN

Como los puntos 4, B y C son de la

parabola, sus coordenadas deben satisfacer

su ecuacion, por lo tanto, sustituyendo las

coordenadas de cada punto en la ecuacion (5!

se tiene:

con A(1,-1): (<1 + D)+ E(-1)+F =0
D—E-]—F:—lioo(aj

- Las ecuaciones (a1, (b y (c1 forman un sistema de 3 ecuaciones lineales, cuya solucion

nos dara los valoresde D, E y F:

D—E+F =—]1 s+ 1
D+3E +F =—9e++® A= 1
—2D  + F = (esl®

-1 -1 1
-9 3 1
A, |0

0 1 -3+0+0+0+0-9 -12

-1 1
3 11=3+2+0+6+0+1=12

-2 0 1

A 12 12

-1 ;| D=-1

12

Sustituyendo el valor de D =-1 en la ecuacion
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~2(-1)+F =0 ;[F=-2]

Sustituyendo los valores de D=-1y F =-2 en cualquiera de las ecuaciones (= o0 (&); sea en

@ (-1)-E-2=-1;[E=-2]

Sustituyendo los valores de D=-1, E=-2y F =-2 en la ecuacion (s}, se tiene:

y> —x-2y-2=0|es la ecuacién de la parabola en forma general.
Y completando cuadrados se tiene: (y—1)’ = (x+3) forma ordinaria, con elementos: V(- 3,1),

p:l, F —E,l , L —E,é , R —E,l ,Ec.eje: y=1,Ec.“D": x:—E
4 4 4°2 4°2 4

5) EI mismo problema del inciso 4) lo resolveremos ahora aplicando el determinante:

2 2 2

yooy o x 1 |y y o x 1 oy x 1
vi ve x, 1 (=1 -1 1 1 1 -1 1 1o
vi vy x, 1 1B 3 1 1 /9 3 1 1
ye ve xo 1 [0 o0 -2 1 (0 0 -21

Por el método de menores y cofactores, como ya lo hemos hecho anteriormente:

+ -+ -
2oy 21 YiIFT 11
ol LB R T 3 01 Y=y -1-6+0+0-2-3)=-12)"
+lg 3 1 1 0 -2 1
-lo 0 -2 1
¥l 1 1 1 -1 1
9 1 U=-y{1-18+0+0+2-9)=24y . |0 3 1=x(B+0+0+0+0+9)=12x
0 -2 1 0 0 1
-1 -1 1
9 3 1 |=-1-6+0+04+0+0-18)=24
0 0 -2

Sumando estos resultados: —12y* + 24y +12x+24 =0, dividiendo entre —12:
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—12y° +24y +12x+24 0
—-12 -12

y® =2y -x-2=0|Forma general

EJERCICIOS

1) Obtener la ecuacion de la parabola horizontal cuyo vértice es el punto 7(~1,-3) y su foco
F(-2,-3).

2) Encuentre la ecuacion de la parabola vertical cuyo vértice es V(l,—l) y pasa por el punto
P(3.1).

3) Hallar la ecuacioén de la parabola horizontal cuyos extremos del lado recto (LR ) son los
puntos L(-11), R(-1,-5).

Determinar la ecuacion de la parabola vertical que pasa por los 3 puntos no colineales
A(2,-1), B(4,0) y C(53):

4) Aplicando el método del ejemplo 4).
5) Aplicando el método del ejemplo 5).

9.5. ECUACION DE UNA PARABOLA CON EJE FOCAL
OBLICUO A LOS EJES COORDENADOS

Esta parte esta relacionada con la seccion 7.5 (capitulo VII) y se recomienda leerlo
nuevamente, con objeto de lograr una mejor comprension de lo que se expondra.

Recordar que en la ecuacion general de segundo grado
Ax* +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0, si el valor del discriminante es cero, o sea que
B’ -44C =0, la conica que representa esta ecuacion es una parabola oblicua respecto a los
ejes coordenados x,y (o como caso degenerado, un par de rectas paralelas o coincidentes).
La presencia del término Bxy en la ecuacion, hace un poco mas dificil la construccién de la
grafica de la parabola.

Citaremos 2 procedimientos para graficar una ecuacion de una parabola oblicua (con
término en xy).

Primer Procedimiento

e Dada la ecuacion Ax’> + Bxy+Cy’> + Dx+ Ey+ F =0, verificar que B*-44C=0, para
estar seguros de que la cénica es una parabola.

e Eltérmino Bxy se anulara obteniendo el angulo agudo “« ” de rotacién de los ejes:
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Con la expresion tan2a = B
A-C

Si 4+ C y considerando que “a” es agudo, podemos conocer el valor de cos2a, para que a

partir de las identidades trigonométricas sena = 4/1_“2)520{ ; cosa =, HC(Z)Sza se puedan

obtener las formulas de rotacion de los ejes: x =x'cosa — y'sena ; y = x'sena + y'cosa .

Si 4=C, el éngulo de rotacion de los ejes es o =45° (ver seccion 7.5), con este valor,

1 1 V_ 1
sen45’ = cos45’ = y las férmulas de rotacion de los ejes son: x = x ( j—y‘(j 7.

5 R) R

=)o)

e Al sustituir las formulas de rotacion de los ejes en la ecuacion dada
Ax* + Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0, desarrollando, simplificando e ignorando los
términos en x',y' que sumaran cero, se obtendra una nueva ecuacion en x',y' sin el
término en x'y' y cuyo eje de la parabola sera paralelo al nuevo sistema coordenado

1 '
x',y'.

e Con la ecuacion obtenida en el paso anterior se procede completando cuadrados para
determinar las férmulas de traslacién x'= x'"+k4, y'=y'"+k, logrando con esto que el

vértice de la parabola coincida con el origen del nuevo sistema coordenado x',y".

Sequndo Procedimiento

Llamaremos a este procedimiento “suma de ordenadas”.

e Verificar que el discriminante B’ -44C de la  ecuacion dada
Ax®* + Bxy + Cy* + Dx+ Ey + F =0, sea cero, para saber que se trata de una parabola.

e Despejar la variable “y” de la ecuacion dada, la expresidén que se obtiene sera de la
forma y=y,t+y,, endonde y, es un diametro de la parabola (lugar geométrico de los
puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas); + y, se le llama “ordenada sobre
el diametro”.

e Por ultimo, se construye una tabla para calcular algunos puntos de la parabola, que al
unirlos con linea continua se obtendra un bosquejo de la grafica de la curva.

EJEMPLOS

En cada inciso, se pide bosquejar la grafica de la ecuacion dada.

237



1) x* —dxy+4y° +29x -8y +54=0

y

[Alees

Solucién
Aplicaremos el segundo procedimiento:

Calculamos el discriminante B> —44C =(—4)’ —4(1)4)=0, se trata de una parabola.

Despejamos la variable y”. se ordena de la siguiente manera
4y —(4x+8)y+ x> +29x+54=0, en donde se tiene que: a=4, b=—(4x+8) y

—b+-b* —4ac

2a

c=x"+29x+54 y aplicando la formula general y =

4x+8+ /(- 4x—8)F —4(4)x? +29x + 54) _ 4x+8+/16x7 + 64x+ 64— 16x> — 464x — 864

2(4) 8
Ve 4x +8+-/-400x—800 4x+8+20/—x—2
8 8

1 5 .
y=5x+lir5w/—x—2, esta expresion consta de dos partes: y=y ty, ; » =;x+1

(diametro de la parabola), y, = ié —x—2 (ordenada contada sobre el diametro).
)

e Se construye la siguiente tabla:

238

Si el dominio de la expresion (=1 es de tal modo que —x-2>0 donde x<-2, por lo
tanto, Dominio = (—o,—2], damos valores a “ x” de acuerdo al dominio:

Para bosquejar la grafica de la parabola, primero o2 | -3 | -6 [eee
, ., 1 i
graficamos su diametro y, = —x+1, luego los puntos I e vl Bl e

2 +u ] +2 N ET T
y p . . 'z -3
calculados en la tabla y uniéndolos con linea continua:
Y| 0| 2| 3 [eee
Y=t 0| 3 -7 [ees




\_\"ﬂ + l!l'lz
3

L\ -
Ve 2 ?1:15}{+1
f 3 4

i

-7

diametro de
la parabola

7 |

/aq—@.fz 7

2) Al mismo ejemplo del inciso anterior x* —4xy+4y’ +29x—8y+54=0, apliquemos el
primer procedimiento:

e Yasabemos que B> -44C =0 y se trata de una parabola.

e Como A=1y C=4, A#C entonces an2g =2 - ~%

4 _4
A-C 1-4 3

4 : :
como “a” es agudo y tan2a = 3 entonces cos2a :2 y las identidades

a :sen‘l(%j:cos“[2):26.60, es el angulo de rotacion de los ejes y las féormulas de

NE]

rotacién son: x = x'cosa — y'sena = x'[z) - yv(lj = 2x'-)' (&)
: 7 Ik 7
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=x'sena + 'cosa—x‘( ! ]er'[ 2 J 5204 (k)
y y NG s » Y 5

e Sustituyendo las expresiones (a1 y ikl en la ecuacion dada, desarrollando, simplificando
e ignorando los términos en x'y' que sumaran cero:

x* —4xy+4y* +29x -8y +54=0

(DAY A

5 yhzxug '+54 =0 ; dividiendo entre 5
L 10, 9 . 54
' +7x'— '—}-—:0 iii(l:)
R

La expresién (¢l ya no contiene el término en x'y', es la ecuacion de la parabola cuyo
eje es paralelo al sistema de coordenadas x',y'.

e Completando cuadrados en la ecuacion (=) se determinaran las féormulas de traslacion
x'=x"+h, y'=y"+k:

27 9

8/572/5
27

=, Y=+ °_. sustituyéndolas en la ecuacién ()
8./5 2:/5°

En la ecuacion (@, el vértice de la parabola es V(h,k):[ j entonces, las

formulas de traslacion son: x'=x'"—

resulta:

yHZ — _2ﬁx'v )
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La ecuacion &) es de la forma simplificada de la ecuacion de la parabola dada
originalmente, cuyo vértice coincide con el origen del nuevo sistema x'", y".

Ay
A\ “g‘
bl
—4p=-2/5 T .
25 5 AN
= = — = 1 1 ““". \ # “"“
-4 2 ) g 5 /
2p~22 S <
o5 o
5 Yo\ el
; ! g
/o
:"j
z"f,f

3) x> —4xy+4y* —x=0
Solucién

Aplicando el segundo procedimiento:

B? —44C =(-4)’ —-4(1Y4) =0, se trata de una parabola.
e Despejando la variable “ y ” de la ecuacion dada:

a=4
se ordena la ecuacion 4y° —4xy+x* —x=0 { b=-4x
2
cC=X —X

b2 p? —dac  Ax+-[(—4x) —4(#)x* —x)  4xx /162> —16x7 +16x
2a

Sty= 2(4) 8

I 1
:—xi—\/;
YTt

y, = ;x (diametro de la parabola)

V, = i;ﬁ (ordenada contada sobre el diametro de la parabola)
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e Se dibuja primero el diametro de la parabola, se construye una tabla para obtener
algunos puntos de la parabola y bosquejarla.

'
i+,
5 1012
X ] 1 4 | 9 |wes
2 "f-' l!l'l1 u] % 2 % -
.l 0 i% +] t% e
Yi+ial 0 1 3 b |ees
b b T
1 Yy, =¥z O] 0O 1 KIEITS
Dominio = [O,oo)
=
=
1 0 1 2 3 4y
diametro de
la parahola

4) x> +2xy+y>—-1=0
Solucién

Se aplicara el segundo procedimiento:

e B’-44C=(2) -4(1)1)=0, se trata de una parabola.
e Despejando la variable “ y ” de la ecuacién dada:

a=1
se ordena la ecuacion y* +2xy+x’ —1=0 { b=2x
2
c=x" -1

Cbtlb? —dac  —2x+2x) —4()x* —1) —2x+-[dx’ —4x’ 14
y = = =
2a 2(1) 2

y=—x=x1

En este caso, la parabola degenera en dos rectas paralelas: y, =—x+1; y, =—x-1
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e

¥y=-K+1

.5,2:_}{_1
5) x> +2xy+ > —x+5y+4=0
Solucién

Aplicando el primer procedimiento:

e B’-44C=(2) -4(1)1)=0, es una parabola.

e Como A4=C, 1=1, el angulo de rotacion de los ejes es o =45, por lo tanto las
férmulas de rotacion de los ejes son:

_ xv_yv . _ xv+y'

27T

e Sustituyendo las férmulas anteriores en la ecuacion dada, desarrollando, simplificando
e ignorando los términos en x'y' que suman cero:

L CICCIRCIR e

X

2x'2+ix'+iy'+4 =0 ; dividiendo entre 2

2h

x'2+ix'+iy'+2 =0 ; completando cuadrados

272
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2
1 3 1 . .
(8less | x+—— | =——=| y+—— |; como el vértice de esta ecuacion
( ﬁj ﬁ(y ﬁj

es: V[—l,—lj, las formulas de traslacion de los ejes son:
27 A2

X'= x"—L ;Y= y"—L que al sustituirlos en la ecuacion (@}
J2 2

se tiene (x”—éJFéjz :_\75[)}”_\/154_\/15)

x"=——y" eaell) - pZLQOS

NPh ’ 42

La ecuacion (b} es la forma simplificada de la ecuacion de la parabola dada, cuyo
vértice coincide con el origen del sistema de coordenadas x'", y".
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EJERCICIOS

En cada inciso, hay que bosquejar la grafica de la ecuacién dada aplicando el
procedimiento que se indica.

1) x* —4xy+4y> —x =0, aplique el primer procedimiento.
2) X’ +4xy+4y° +x+2y+i =0, aplique el segundo procedimiento.

3) 9x* —6xy+y> —x =0, aplique el primer procedimiento.
4) 4x* +12xy+9)° —16x—-24y+3 =0, aplique el segundo procedimiento.
5) ox> —6xy+y>+x—2y—14=0, aplique el segundo procedimiento.
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